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Liga Zadaniowa — konkurs przedmiotowy z matematyki
wojewodztwo kujawsko-pomorskie

Gimnazjum

Prezent wakacyjny 2017 r.

Trzej bracia, bedacy w réznym wieku, majg urodziny w tym samym dniu. Kiedy najstarszy
brat konczyl 12 lat, to suma lat wszystkich braci w tym momencie byta podzielna przez 12.
Tak samo bylo, gdy $redni brat konczyt 12 lat. Udowodnij, ze wtasnosé ta bedzie spetniona
rowniez w momencie, gdy najmtodszy brat bedzie konczyt 12 lat.

Okragly tort o wadze 1 kg zostat pokrojony przez cukiernika matematyka wzdtuz trzech linii
prostych, przy czym dwie z nich przechodzg przez srodek tortu, a trzecia nie przechodzi przez

srodek tortu. Udowodnié, ze co najmniej jedna z otrzymanych w wyniku podziatu czesci tortu
1

wazy nie mniej niz G kg.

Oblicz $ 2+ \/2 4 ...+ 1/2+ V2 + V4 (w wyrazeniu wystepuje 2017 pierwiastkow).

Poda¢ przyktad siedmiu roéznych liczb naturalnych, dla ktérych suma ich odwrotnosci jest

rowna 1.

. Wyznaczy¢ cztery liczby takie, ze sumy par tych liczb sa rowne 1, 2, 4, 6, 81 9.

Liczby naturalne od 1 do 100 wypisa¢ w jednym rzedzie w taki sposob, by réznica miedzy
kazdymi dwoma sasiednimi liczbami byta rowna 2 lub 3.

Wiadomo, ze liczba naturalna n ma doktadnie 100 réznych dzielnikow. Udowodnié¢, ze iloczyn
tych dzielnikow jest rowny n.

Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p, dla ktorych liczbami pierwszymi sa:

a) p? + 2013, b) p? + 2018.

Ile jest liczb czterocyfrowych, niepodzielnych przez 1000, w ktérych pierwsza i ostatnia cyfra
sg parzyste?
Rozwiaza¢ w liczbach catkowitych réwnanie xy + 3z — 5y = —3.

Uzasadnié, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba n? + 8n + 15 nie dzieli sie przez n + 4.

Mamy liczby naturalne od 1 do 1000000. Dla kazdej z nich liczymy sume jej cyfr otrzymujac
milion nowych liczb. Czynnosé te powtarzamy z otrzymanymi liczbami. Proces ten kontynu-
ujemy tak dtugo, az otrzymamy milion liczb jednocyfrowych. Czy wérod tych liczb jest wiecej
jedynek, czy dwojek?

Rozwiaza¢ w liczbach catkowitych rownanie 23 — 2y3 — 423 = 0.

Uzasadnié, ze liczba 22" — 1 jest podzielna przez 3.

mn + 1
m4+n

Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne x, ktére mozna zapia¢ w postaci x = , gdzie m

i n sa pewnymi liczbami naturalnymi.

Czy istniejg dwie kolejne liczby naturalne takie, ze suma cyfr kazdej z nich dzieli sie przez 257
Podaj najmniejsze takie liczby, jezeli istnieja.
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Czy istnieje liczba, ktorej kwadrat zaczyna sie cyframi 123456789 i konczy
sie cyframi 9876543217

Dany jest trojkat rownoboczny ABC' o boku dtugosci a. Zatoczono
trzy okregi o srodkach w $rodkach bokow tego trojkata (patrz rysunek).

Oblicz pole i obwod zakreskowanej figury.

Dany jest trojkat rownoramienny ABC' o ramionach F E
AC' i BC dtugosci a oraz o kacie |[<ACB| = 30°. Na ramio- c

nach tego tréjkata, na zewnatrz, zbudowano kwadraty \

(patrz rysunek). Oblicz pole figury ABDEFG.

Na boku AB trojkata ABC, na zewnatrz trojkata, . b

zbudowano tréjkat rownoboczny. Znalezé odlegtosé srodka
trojkata rownobocznego od wierzchotka C| jesli |AB| = ¢
oraz |<TACB| = 120°.

W trojkacie prostokatnym diugosci przyprostokatnych sa rowne a i b. Na przeciwprostokatnej,
na zewnatrz trojkata, zbudowano kwadrat. Znalez¢ odlegtos¢ srodka kwadratu od wierzchotka
kata prostego.

Na ramieniu AC trojkata rownoramiennego ABC' (|AC| = |BC|) obrano punkt D. Na trojka-
tach ABD i BDC opisano okregi 01 i 09. Styczna do okregu o; w punkcie D przecina okrag oy
w punktach D i M. Udowodni¢, ze proste AB i C'M sa réwnolegle.

W trojkacie prostokatnym ABC' poprowadzono $rodkowa C'D z wierzchotka kata prostego.
Niech K bedzie punktem stycznosci okregu wpisanego w trojkat ADC z bokiem AD. Wyznaczy¢
katy trojkata ABC wiedzac, ze K jest srodkiem boku AD.

Dany jest odcinek AB. Wyznaczy¢ zbior wszystkich punktéw C' takich, ze trojkat ABC' jest
ostrokatny.

Obwod wielokata wypuktego jest rowny 12. Niech A bedzie zbiorem punktéw lezacych na
zewnatrz tego wielokata i oddalonych od niego o nie wiecej niz 1. Uzasadni¢, ze pole zbioru A
jest nie mniejsze niz 15.

Liczby a, b, ¢ maja wtasnosé¢ a + b + ¢ = 0. Udowodnié, ze ab + bc + ca < 0.

Znalez¢ trzy liczby takie, by kazda z nich byta réwna kwadratowi réznicy dwoch pozostaltych
liczb.

W prostokacie o wymiarach 20 x 25 znajduje sie 120 kwadratéw, kazdy o boku dlugosci 1.
Udowodnié, ze w tym prostokacie mozna umiesci¢ koto o érednicy 1 roztaczne z kazdym z tych
kwadratow.

Dwaj gracze graja w nastepujaca gre: na tablicy wypisane sa liczby 1,2,3,4,5,...,16,17,18,19
oddzielone przecinkami. Kolejno i na przemian podchodza do tablicy i Scieraja jeden z przecin-
kow, a w miejsce startego przecinka wpisuja znak ,,+” lub ,-”. Operacja ta trwa tak dlugo, az
wszystkie przecinki zostana starte. Jezeli warto$¢ otrzymanego wyrazenia bedzie liczba niepa-
rzysta, to wygrywa zawodnik rozpoczynajacy, a jesli bedzie liczba parzysta, to wygrywa jego
konkurent. Ktory z zawodnikéw ma strategie wygrywajaca?

W prostokacie o polu 5 zawartych jest dziewie¢ prostokatow, kazdy o polu 1. Udowodni¢, ze

1
istnieja wérod nich takie dwa prostokaty, ktorych czesé wspolna ma pole wieksze lub rowne 9

Zyczymy udanych wakacyi!
Zapraszamy do udziatu w Lidze Zadaniowej w roku szkolnym 2017/2018!



